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‘ Onde estamos



0 que esta sessao acrescenta

estrutura interna
autovalores, direcSes
principais, invariantes

teorema da divergéncia

para campos tensoriais

/ divTdV = %Tnz/ﬁ‘
v Js

Ul.T1
tensor, componentes,
lei de transformacido

variacao no espaco
Ve, Vv, div, rot, A

converte integrais de superficie
em integrais de volume

Figura 1



A questao de U1.T1 recebe metade da resposta

QUESTAO EM ABERTO DESDE U1.Ta

Por que a mecanica do continuo precisa de todo esse formalismo tensorial?

Ao final desta sessao teremos um dos dois ingredientes do método: o teorema
que converte integrais de superficie em integrais de volume.

O outro ingrediente chega em U3.T1. A questao permanece aberta até la.



Simetrico,
antissimetrico,
vetor dual



A decomposicao

~T;) (indicial)

T= %(T+ T') + %(T — TT) (direta)

A primeira parcela é simétrica, a segunda é antissimétrica — verifica-se
transpondo cada uma. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.20)



A decomposicao

~T;) (indicial)

GHER)

A primeira parcela é simétrica, a segunda é antissimétrica — verifica-se
transpondo cada uma. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.20)

A unicidade da decomposigao é o item (b) de PS1.2, proposto em U1.T1.



A contagem: nove, seis e trés

HEEE EEE

HEE - | EE

HEN H :
[T}

[S], Sij = Sji (Al Ay = —Ajs

9 componentes 6 independentes 3 independentes —

independentes (3 sdo copias) cabem em um vetor
Figura 2

Trés nimeros independentes é exatamente o que um vetor tem.



0O vetor dual

DEFINICAO 1.8 — VETOR DUAL

Seja W antissimétrico. Seu vetor dual w satisfaz

Wa=wxa para todo a.

Wi] = —sijk Wy, W = —% ski}' WU (IndlClal)

Wa=wxa GHER)

(Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 2.21)



O que o vetor dual faz

Wa
90° a Wa = w X a para todo a
Wij = —eijrwi
1
Wg = *iakijwi'
w

P . . aqui [Wa| = |a| porque w L ae|w| =1
w € unitario e sai do plano da figura

Figura 3



Para todo a, e ndo so para um

Wa =w x a, paratodoa

= @=

a

Wa=wxa Wiy = —€ij1 wi,

trés componentes de W, guardadas em um vetor

Animado na versao web — quadro final mostrado.



‘ Autovalores,
direcoes principais,
invariantes



Autovalores e equagao caracteristica

=1 (indicial)

(TU — )\6U> n;=0 com n;n;

(T-Xl)n=o0 com n-n=1 (direta)

Sistema linear homogéneo: ha solugao nao trivial exatamente quando

det(T — Al) = 0.

Uma clbica em ). Suas raizes sao os autovalores. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg.
2.22)



O que distingue uma direcao principal

a
ns n, Tn,

direcdes principais
a imagem é paralela ao vetor: sé
o comprimento muda, pelo fator A

direcao qualquer
Ta ndo é paralelo a a: além de esticar, T gira

Figura 4



So duas diregoes resistem

As direcoes que T nao gira

Tn=An
as diregdes que T apenas alonga ou encurta

Animado na versao web — quadro final mostrado.



Tensores simeétricos reais

RESULTADO 1.4 — TEOREMA ESPECTRAL

Se T é simétrico e real, entdo: (i) seus autovalores sao reais; (ii) autovetores
de autovalores distintos sdo ortogonais; (iii) existe ao menos um triedro de
direcoes principais mutuamente ortogonais.

Demonstracdo de (ii). De n, - Tn, = \;n, -n,en,-Tny, = \; Ny - Ny, com T =TT 0s
lados esquerdos coincidem, logo

(M — A2) (N - ny) = 0.



Os invariantes principais

W = e A== 0 (igual nas duas notagoes|

L= 3(TiTj = TyTi), 1= ejTaTyTs (indicial

I = 2 [(tr T — tr(T?)] I; = detT (direta)

Por que “invariantes”: os autovalores sao definidos sem referéncia a base alguma;
logo os coeficientes do polindmio que os tem por raizes também nao dependem
dela. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.25)



As nove entradas correm; trés numeros nao

O que nao muda quando a base muda
(T)

4.60 —-0.20 1.00

\/. 020 240 —2.00

1.00  —-2.00 2.00

~
~

2 Ii
base girada de 37.0° 9.000 20.000 2.000

a matriz muda; a equacdo caracteristica, ndo
NN+ DLA—13=0

Animado na versao web — quadro final mostrado.



Exercicio proposto: PS1.4

PS1.4 — 0S INVARIANTES SOB MUDANCA DE BASE

Partindo da lei de transformacao T,fj = QpiQpjTmn, obtida em U1.T1, mostre

passo a passo que Iy, I, e I; nao mudam com a base. O Gltimo item pede uma
verificagdo numérica com uma rotacao qualquer.

Roteiro completo nas notas de aula, em cinco itens.



' Os operadores
diferenciais



De objeto a campo

rotv preserva

V¢ sobe uma ordem O Vv sobe uma ordem

ordem 0 ordem 1 ordem 2
escalar ¢ vetor v tensor T
U divv desce uma ordem div T desce uma ordem

A preserva

V sobe uma ordem, div desce uma, rot e A preservam
Figura 5

A partir daqui, cada ponto do espago tem seu proprio escalar, vetor ou tensor.



As cinco definicoes

L% e g ® i
(Vo) = o, (Vv); = " divv = ox; (indicial)

Vo \VA"; divv =V -v=1tr(Vv) (direta)

2

oV, 0%p .
(rotv),-=»s,-jka—;e Ap = A% (indicial)

rotv=V x v Ay = V3 (direta)




Duas convencoes fixadas de uma vez por todas

CONVENCOES ADOTADAS EM TODO O CURSO

v; . IT;;

V)i = — divT); = —
(V )U 8X] ( )’ 8Xj
Em Vv, o primeiro indice € o da componente e o segundo o da derivada.
Em divT, a contracdo é no segundo indice. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg.

2.28-2.29)

(Ruderman 2019, sec. 2.11) adota as duas transpostas. Para tensor simétrico as
divergéncias coincidem; para tensor qualquer, nao.



Duas identidades de trabalho

8(<,ov,~) 8v,~ 87(70

ox; = o +V; o (indicial)

div(pv) = ¢ divv+v-Ve (direta)

(indicial)

div(TTv) =v-divT+T:Vv (direta)




Uma adverténcia de notagao, para depois

Todos os campos de hoje sao estaticos: dependem de x e de mais nada.



Uma adverténcia de notagao, para depois

Todos os campos de hoje sao estaticos: dependem de x e de mais nada.

Quando o tempo entrar, em U2.T1, a derivada temporal de um campo espacial

recebera simbolo proprio, D/Dt, e escrever d/dt para um campo espacial passara
a ser erro de notacao.

O operador nao é definido hoje. O aviso fica registrado.



O teorema da
divergencia



O caso vetorial, admitido do Calculo

oW

M v = %w n;ds  (indicial)
v OX;

/divwdv= }z{w-ndS (direta)
Jv Js

V & um volume regular — limitado, com fronteira S suave por partes—enéa
normal unitaria exterior a S.



A ideia da demons

0

um mesmo volume V', com fron-
teira S e normal exterior n

Figura 6

1. Fixe 7. A i-ésima linha, w; : T € um campo vetorial
comum

14

2. Aplique a esse campo o teorema da divergéncia vetorial:

Tijn; dS
s

/ aTy;
dv =
v Oz;
L4

-

L

3. Vale para i = 1, 2, 3; reempacote as trés igualdades:

/ div T dV = }{ TndS
v Js




Resultado 1.7

RESULTADO 1.7 — TEOREMA DA DIVERGENCIA PARA CAMPOS TENSORIAIS

Para um campo tensorial continuamente diferenciavel em um volume regular
V de fronteira S, com normal unitaria exterior n:

OT;;
/ Zigy = %T,jn,ds (indicial)
v

()x

/dideV= %‘Tnds (direta)
Jv Js




O que este resultado faz

Ele converte uma integral sobre uma superficie fechada em uma integral sobre o
volume que ela limita.



O que este resultado faz

Ele converte uma integral sobre uma superficie fechada em uma integral sobre o
volume que ela limita.

E um dos dois ingredientes do método pelo qual se obtém as equacdes de campo
da mecanica do continuo.

O outro é o Teorema do Transporte (TTR), enunciado e demonstrado em U3.T1.
Quando os dois forem usados juntos, a questao de U1.T1 é respondida.



' Coordenadas
curvilineas



Por que trocar de coordenadas

dey
=y — —©r
/\ a0
a base gira com o ponto a origem dos termos 1/7
ortonormal em cada ponto, mas derivar um campo obriga
n3o a mesma em pontos diferentes a derivar também a base

As bases continuam ortonormais em cada ponto, mas nao sao as mesmas em
pontos diferentes.



A conta que gera todos os termos 1/r

e =cosfe, +senfe,, e =—senfe,+cosde,

Derivar um campo obriga a derivar também a base. Cada derivada de base
acrescenta um termo. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.33)




O limite, visto de perto

De onde vém os termos 1/r

\\ f N V4
e, Oeg
=€y _—— = —
00 00 "

derivar um campo obriga a derivar também a base

Animado na versao web — quadro final mostrado.



O formulario

FORMULARIO — COORDENADAS CURVILINEAS

Cilindricas e esféricas: Vg, Vv, divv, rotv, divT, Ap — e Av
em cilindricas.

Documento de consulta permanente, com o cabecalho declarando
as convengoes.

A dedugao completa esta em (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.33-2.35), como
leitura. O curso nao a refaz linha a linha.



Exercicio proposto: PS1.3

PS1.3 — DIVERGENCIA DE UM TENSOR EM COORDENADAS CILINDRICAS

Obter do zero a componente radial de divT em coordenadas cilindricas, em
cinco passos numerados, e comparar o resultado com a linha correspondente
do formulario.

0 passo final audita a tabela em vez de recebé-la pronta.



‘ Fechamento



Produzido hoje — a tabela de notacgao, encerrada na versao 1.0; o Resultado 1.7; o
formulario de coordenadas curvilineas.

Exercicios propostos: PS1.3 (curvilineas) e PS1.4 (invariantes). Com PS1.1 e PS1.2, de
U1.T1, a Lista 1 esta completa.

Estudo complementar, nao avaliado: Ruderman, problemas 2.10 a 2.19.

Antes do laboratorio: miniforge instalado, conforme as notas de U1.T1.
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