U1.T1 — Notacao indicial e algebra tensorial
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Esta primeira sessao tem dois objetivos. O primeiro & estabelecer a notagao empregada
durante todo o curso. O segundo é formular uma questao — por que a mecanica do continuo
precisa de todo esse formalismo tensorial? — que permanecera em aberto até a Unidade 3.

A notacgao é dupla: cada resultado em destaque é escrito na forma indicial, seguindo (Lai,
Rubin, e Krempl 2010), e na forma direta ou matricial, seguindo (Ruderman 2019). Ao
final desta sessao vocé deve ser capaz de justificar por que nenhuma das duas formas é
dispensavel.

i Sobre o teorema mencionado nesta sessao

As leis de balango da mecanica do continuo sao todas obtidas por um mesmo método:
escreve-se um balanco integral sobre um volume material, aplica-se o Teorema do
Transporte e o teorema da divergéncia, e localiza-se o resultado para obter uma
equacao diferencial. Esse teorema € enunciado e demonstrado em U3.T1. Até 13, as
Unidades 1 e 2 constroem a linguagem matematica que ele exige.

Balanco integral localizar EDP local
num volume material (equagdo de campo)

massa, momento,

o mesmo método, para
energia, ...

cada lei de balanco

Figura 1: O método pelo qual as equagoes de campo da mecanica do continuo sao obtidas.
A etapa central é o (nico elemento nao construido nesta unidade.
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A convencao de soma e a consisténcia dos indices

Aregra

DEFINICAO 1.1 — CONVENCAO DE SOMA (EINSTEIN)
Em um mondmio, um indice repetido indica soma sobre {1,2,3}:
3
ab; = Zaibi = a1by + asby + asbs.
i=1

indices latinos i, j, k, m, n percorrem sempre {1,2, 3}.

= a;b; (indicial)

a-b=a'b (direta)

indices livres e indices mudos

Um indice que aparece duas vezes em um termo é dito mudo: ele esta sendo somado, e
a letra que o representa é arbitraria — a;b; € a,,b,, denotam o mesmo nimero. Um indice
que aparece uma unica vez é dito livre; neste caso a letra nao é arbitraria, pois deve ser a
mesma em todos os termos da equacao, e a equacgao representa trés equagoes escalares.

Trés regras de consisténcia decorrem disso.

1. Um indice mudo aparece exatamente duas vezes em cada termo. Trés ocorréncias nao
estao definidas na convencao: a;b;x; nao € uma expressao valida. Se essa soma for
necessaria, o simbolo > deve ser reintroduzido explicitamente.

2. Um indice livre aparece em todos os termos, sempre representado pela mesma letra.
A equagao a; + b; = ¢; é valida; a; = b; nao é.

3. Umindice mudo pode ser renomeado; um indice livre ndo.



indice LIVRE
aparece exatamente uma vez em cada termo
=> isto sdo trés equacdes, 1 = 1,2,3

b1 = Thiv1 + Thiava + Thi3vs

indice MUDO
aparece duas vezes no mesmo
termo = soma sobre j = 1,2,3

a letra é arbitraria: T, vm
é a mesma expressao

Figura 2: Estrutura da expressao T;;u; = b;. O indice livre determina quantas equagoes
escalares a expressao representa; o indice mudo indica a soma.

Com indice livre, nao

ai:bi

B, = D Ay = b;
trocar dos dois lados: valido trocar de um lado sé: invalido

indice mudo pode ser renomeado; indice livre, ndo

Animado na versao web — a expansdo permanece imoével enquanto a letra do indice muda.

Aterceira regra € a que mais frequentemente evita erros em derivagoes. Quando duas expres-



soes sao combinadas e uma mesma letra ocorre em ambas por coincidéncia, &€ necessario
renomear um dos indices antes da substituicdo. Esse é o procedimento descrito em (Lai,
Rubin, e Krempl 2010, seg. 2.5), e sua omissao & uma fonte recorrente de erro.

EXEMPLO — RENOMEAGCAO PREVIA A SUBSTITUICAO

Sejam a; = Ujnby, € b; = Vinc,. Para substituir a segunda expressao na primeira,
reescreve-se a segunda com indices que nao colidam: b,, = V,,,,c,,. Obtém-se entao

a; = Ui Vincn.

A substituicao sem renomeacao prévia produziria trés ocorréncias de m — expressao
invalida.

0 delta de Kronecker

DEFINICAO 1.2 — DELTA DE KRONECKER

1, i=j
5“:{ -
0, i#j

Em uma base ortonormal, e; - e; = 4;;. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 2.3)

O delta de Kronecker atua como operador de substituicao de indice, e é sob essa forma que
ele aparece na maioria das derivagoes do curso.

()}j(lrj = a; 5;;;,‘(5% = 0y = 3 (IndICIal)

Ia=a II=1 trI=3 (direta)

0 indice esta repetido e, portanto, somado: 6;; = d11 + doo + d33 = 3. Escrever §; = 1 &
um erro frequente.



Convencao: bases ortonormais

CONVENCAO ADOTADA EM TODO O CURSO

Salvo mencao explicita em contrario, toda base {e;, es, e3} utilizada neste curso é
ortonormal:
€ €; = 51]

Esta hipotese nao é um detalhe: ela é o que sustenta praticamente tudo o que se segue. E
por ser a base ortonormal que se pode

« identificar as componentes de um vetor com projecoes, a; = a - e;;

« obter as componentes de um tensor por projecao, 7;; = e; - Te;;

« descrever a mudanca de base por um tensor ortogonal Q, e escrever a lei de transfor-
magao na forma [T] = [Q]T[T][Q].

Em uma base obliqua nenhuma dessas simplificagoes vale: seria necessario distinguir
componentes covariantes de contravariantes, e introduzir um tensor métrico para subir e
descer indices. A mecanica do continuo em coordenadas cartesianas dispensa esse aparato,
e este curso o dispensa também — mas convém saber que a dispensa € uma escolha, e nao
uma verdade geral sobre tensores.

1 Ortonormal nao significa constante

As bases ortonormais desta sessao sao fixas: 0s mesmos trés vetores em todo ponto
do espaco. Em U1.T2 aparecerao bases que continuam ortonormais em cada ponto, mas
cuja orientacao muda de ponto para ponto. As duas propriedades sao independentes,
e é a ortonormalidade — nao a constancia — que as formulas acima exigem.

0 simbolo de permutacao e a identidade =-¢

Definicao e antissimetria

DEFINICAO 1.3 — SIMBOLO DE PERMUTACAO

+1, (4,4, k) permutagao par de (1,2, 3)
gijk =4 —1, (4,7, k) permutacao impar de (1,2,3)
0, dois ou mais indices iguais

(Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.4)




+1
€123 = €231 = €312 = +1
/ \ €213 = €321 = €132 = —1
€112 = €333 = --- =0

@ \_lj qualquer indice repetido anula

trocar dois indices troca o sinal:
\/ Cijk = TEjik

Figura 3: Permutagoes ciclicas de (1,2,3) correspondem a +1; anticiclicas, a —1; indices
repetidos anulam o simbolo.

0 simbolo é totalmente antissimétrico: a troca de qualquer par de indices inverte o sinal,
gijk = —€jik- Uma consequéncia de uso frequente: se S;;, & simétrico, isto &, Sj;, = S, entao
Eijksjk =0.

Produto vetorial e determinante

(a X b),j = Eijk (L]‘bk (|nd|C|al)

axb (direta)

E, para o determinante,

det A = €ijk AliAQjA3k <~ det[A].

Nestes dois casos a notagao direta apenas nomeia a operacao; o calculo efetivo das compo-
nentes é feito na forma indicial. As duas notag¢oes nao sao, portanto, intercambiaveis. Na
secao seguinte encontraremos a situacao inversa, em que a notagao direta € mais econdmica.
E essa alternancia que justifica manter as duas.



A identidade =-§
RESULTADO 1.1 — IDENTIDADE E-A
€ijk Eimn = 5jm(skn - 5jn5km

Esta identidade converte qualquer produto de dois simbolos de permutagao em uma com-
binacao de deltas e, consequentemente, qualquer produto vetorial duplo em produtos
escalares. Ela é utilizada em U1.T2, no estudo do vetor dual e do rotacional, e em U5.T2, nas
identidades de vorticidade.

Demonstragao. Os quatro casos a seguir esgotam todas as escolhas possiveis de (4, k, m,n).

Caso Hipotese EijkEimn 8imOkn — 0jnOkm
1 j=koum=n 0 0
2 j#ke +1 +1
(m,n) = (j,k)
3 j#ke -1 -1
(m,n) = (k,j)
4 jFEkm#ne 0 0
{m,n} # {j. k}

Caso 1. Se j = k, entdo ¢;;;, = ¢;;; = 0 para todo 4, e o lado esquerdo se anula. No lado
direito, §;,,0jn — djndjm = 0. O argumento para m = n & analogo.

Caso 2. Com j e k fixos e distintos, existe um Unico valor de i para o qual ¢, # 0, a saber,
o indice que nao pertence a {j,k}. Para esse valor, ¢;jxe;;x = (£1)? = 1. No lado direito,
5jj5kk_5jk5kj:1'1_0‘0: 1.

Os casos 3 e 4 constituem o item (a) do exercicio PS1.1. O caso 4 é o mais instrutivo: para
que e;;, # 0 € necessario que i ¢ {j,k}, e para que e;,, # 0 € necessario que i ¢ {m,n};
como {j,k} e {m,n} sdao subconjuntos distintos de dois elementos de {1, 2, 3}, sua uniao é
o conjunto inteiro, de modo que nenhum valor de i satisfaz ambas as condi¢oes. B

1 Forma equivalente em [@lai2010]

O livro enuncia a identidade contraindo o altimo indice (eq. 2.4.7): &;jmekim = dikdj —
;10,1 Trata-se da mesma identidade, com outra escolha de letras. A forma adotada no
curso é a do Resultado 1.1, para a qual estao escritos os corolarios do item (b) do PS14.




As duas defini¢oes de tensor

Um tensor de segunda ordem admite duas definicoes equivalentes. Ambas sao apresenta-
das aqui, uma (nica vez, porque cada uma torna evidente um aspecto que a outra deixa
implicito.

DEFINICAO 1.4 — TENSOR COMO TRANSFORMAGCAO LINEAR

T é um tensor de segunda ordem se associa a cada vetor um vetor, de modo linear:
T(ca+ fb)=aTa+8Tb  Va,b, Va,pB.

(Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 2.6)

Esta é a definicao empregada nos calculos ao longo do curso. Exemplos imediatos: o tensor
identidade, uma projecao ortogonal e uma rotacao de corpo rigido.

EXEMPLO — UMA TRANSFORMACAO QUE NAO E TENSOR

Seja T a transformacgao que associa a todo vetor um mesmo vetor fixo n # 0. Entao
Ta =ne Tb =n, mas T(a+b)=n # n+ n. Atransformacao nao € linear e, portanto,
nao é um tensor. Adaptado de (Lai, Rubin, e Krempl 2010, Ex. 2.6.1).

DEFINICAO 1.5 — TENSOR COMO FUNCAO BILINEAR

T é uma funcao bilinear T : U x U — R, isto &, associa a cada par ordenado de vetores
um nimero real, linearmente em cada argumento. (Ruderman 2019, se¢. 2.3)

O interesse desta segunda definicao & que ela ndo faz referéncia a base alguma. Um tensor,
assim definido, é desde o inicio um objeto independente do sistema de coordenadas: a
invariancia nao precisa ser demonstrada, pois nao ha coordenadas na definicao.

Equivaléncia

T,; = T(e;,ej) = e; - (Te;) (as duas definicoes dao a mesma matriz)

T(u,v) =u- (Tv) (relacao entre as duas)

(Ruderman 2019) define as componentes por 7;; = T(e;, e;), enquanto (Lai, Rubin, e Krempl
2010) as define por T;; = e; - Te,. As duas definicdes produzem o mesmo conjunto de nove
componentes, e € nisso que consiste a equivaléncia.



Em componentes, a relacao verifica-se em uma linha:

T(u,v) = Tyuiv; = u; (Ti;0;) = u- (Tv).

Duas definicoes, o mesmo numero
qual é Ty 7

transformacao linear funcao bilinear
vetor - vetor dois vetores -» nUmero
Te

: (=) \
i el
; » @—> —1.00

—1.00 “ - /V

e - (Teg) T(eheg)
—1.00

Animado na versao web — quadro do momento em que os dois caminhos convergem para a
mesma casa da matriz.

I Convencao do curso (L1 §4.7)

A partir deste ponto as duas defini¢oes sao tratadas como equivalentes, sem rediscus-
sdo. A definicao empregada nos calculos é a de (Lai, Rubin, e Krempl 2010): um tensor
é uma transformacao linear, e os calculos sao feitos com suas componentes.

Por que o curso emprega duas notagoes

A notacao direta exibe o objeto matematico sem referéncia a base; a notagao indicial exibe
as componentes em uma base, e € com elas que se calcula. Nenhuma das duas é dispensavel:
a primeira nao fornece um algoritmo de calculo, e a segunda nao exibe a independéncia de
coordenadas.



Componentes, transposto e mudanca de base

Componentes

Tij = e; - Te, (Tv); = Tijv; (indicial)

[T] com Te; na j-ésima coluna [T][v] (matricial)

Na base ortonormal {e; } — conforme a convencao fixada acima —, a componente 7;; obtém-se
aplicando T ao vetor de base e; e projetando o resultado sobre e;.

A convengao segundo a qual as componentes de Te; formam a j-ésima coluna da matriz
nao é arbitraria: é ela que faz corresponder a equagao tensorial b = Ta a equagao matricial
[b] = [T][a], sem transposto adicional. Com a convencdo oposta obter-se-ia [b] = [T]"[a]
(Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.8).

Componentes sao medicoes
Tij =e€; - Tej

€2

€

cada componente é uma medicao do objeto contra a base

Animado na versao web — cada componente é obtida por uma medicao, e a coluna j se
completa como Te;.
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Transposto

DEFINICAO 1.6 — TRANSPOSTO
TT é o tensor que satisfaz, para todos a e b,

a-Tb=b-T'a <+ (TT)ij = Tji-

Segue dai que (AB)" = BTAT (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.11).

Economia relativa das duas notacoes

A notagao matricial @ mais econémica para (AB)" = BTAT, que se escreve em uma linha.
O mesmo resultado em notacao indicial exige acompanhar os indices:

[(AB)"];j = (AB);i = AjxBri = (BT )in(AT)i; = (BTAT);;.

A notacao indicial & mais econdmica em expressoes com ¢;;; € sempre que os indices
contraidos ndo sao adjacentes, situacao em que a forma matricial exige a introducao de
transpostos para aproxima-los.

EXERCICIO COMPLEMENTAR, NAO AVALIADO

Escreva A;; By;Cir em notagao matricial.
Resposta: tr(ATCBT). Compare o esforco de obter essa forma com o de escrever a
expressao indicial correspondente.

Tensores ortogonais

QimQjm = QmiQmj = 51"]‘ (|nd|C|al)

QQ'=Q'Q=1, Q'=Q" (direta)

Um tensor ortogonal preserva comprimentos e angulos: Qa - Qb = a - b (Lai, Rubin, e Krempl
2010, se¢. 2.15).

1



RESULTADO 1.2 — DETERMINANTE DE UM TENSOR ORTOGONAL
De QQT = I segue (det Q)(det Q") = (det Q)? = 1, e portanto

det Q = £1.

A demonstracao ocupa uma linha na notacao direta. Na notacao indicial ela é consideravel-
mente mais trabalhosa, o que fornece mais um exemplo de resultado melhor tratado na
forma direta.

A lei de transformacao

Sejam {e;} e {e}} duas bases ortonormais, relacionadas pelo tensor ortogonal Q:

eg =Qe; = sz €m, isto é, Qij =e€;- e;-.

Tz’,{j = Qmi Q‘nj Tinn (lnd|C|al)

T) = [Q]"[T][Q] (matricial)

I Convencao fixada uma Gnica vez para todo o curso

Qij = €; - e;-, conforme (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 2.16-2.18). Nenhuma sessdo
posterior redefine ou rededuz esta convencao; todas remetem a esta secao e a tabela
de notacao.
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um mesmo tensor T, duas bases

representacdo na base {e;} representacdo na base {e}}

3 o] [T'=Q'[T]Q [2 _1}

mudanca de base

Figura 4: Um mesmo tensor representado em duas bases ortonormais distintas. Em cada
painel o objeto desenhado é o circulo unitario (tracejado) e sua imagem por T
(azul); a Gnica diferenca entre os painéis é a base escolhida.

Um tensor e suas representacoes

e [T]

3.00 0.00
0.00 1.00

Um tensor é um objeto independente de base.
Sua matriz é a representacado nessa base.

A lei de transformacao relaciona representacdes
de um mesmo tensor.

Animado na versdo web — a base gira continuamente e a matriz acompanha; o objeto ndo
se move.

Um tensor € um objeto definido sem referéncia a base. Sua matriz € a representagao desse
objeto em uma base particular. A lei de transformacao relaciona as representacoes de

um mesmo tensor em bases distintas — o objeto permanece o mesmo, e apenas suas
componentes mudam.
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Duas expressoes semelhantes com significados distintos

[T) = [Q]T[T][Q] relaciona duas matrizes de um mesmo tensor T, em bases distintas.
T’ = QTTQ relaciona dois tensores distintos, T e T’, na mesma base.

A distincdo é feita em (Lai, Rubin, e Krempl 2010, sec. 2.18).

Tabela de notacao — versao 0.1

A tabela abaixo reline as correspondéncias estabelecidas nesta sessao, na ordem em que
foram obtidas. Ela & ampliada em U1.T2 com as operacgoes de calculo tensorial e é encerrada

ao fim da Unidade 1.

A versao final e completa da tabela — versao 1.0, com as linhas de estrutura interna e de
calculo tensorial — esta na tabela de notacao das notas de U1.T2. A tabela abaixo é a versao

0., e é preliminar.

indicial direta / matricial observacgao

aibi a-b

Tijvj Tv coluna j = comps. de Te;

AijBji = C; AB=C

AijBij tr(ATB) indicial mais econdémica

T tr T

e;-e; = 0 base ortonormal convencao do curso

bij I substitui indice; §; = 3

(T =Ty T Definigao 1.6

Ak By (AB)T =BTAT matricial mais econdmica

5ijkajbk (a X b)l

€ijkA1iA2j Asp, det[A] a forma direta apenas
nomeia

EijkEimn - Resultado 1.1; sem forma
direta

A;ijByiCir tr(ATCBT) contragao nao adjacente

QimQjm = 0ij QQT =1 det Q = +1

T = QmiQniTmn T = [Q]T[T][Q] convencao fixada em §5.4

O Duas observagoes sobre as referéncias

Esta tabela nao é a tabela de correspondéncia com Bird, Stewart & Lightfoot. Ela
relaciona as duas notagoes adotadas no curso. A partir de U4.T1 havera uma segunda
tabela, destinada a correspondéncia com a convengao de sinais empregada naquele
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texto — documentos distintos, com finalidades distintas.

(Ruderman 2019, sec. 2.6) adota a matriz transposta da de (Lai, Rubin, e Krempl 2010).
Aquele texto define a;; = €} - e;, que € a transposta de Q;;. As leis de transformagao nos
dois livros sao equivalentes, mas a combinagao das duas conven¢des em um mesmo
calculo produz um resultado transposto. O curso adota a convencao de (Lai, Rubin, e
Krempl 2010).

Exercicios propostos

Os dois exercicios abaixo integram a Lista 1, cuja divulgacao segue o calendario da disci-
plina.

PS1.1 — MANIPULACOES INDICIAIS (DERIVACAO GUIADA)

(a) Verifique os casos 3 e 4 da demonstracao do Resultado 1.1, apresentados na tabela
daquela demonstracao. Justifique, em cada caso, por que ambos os lados assumem o
valor indicado.

(b) Usando o resultado de (a), mostre que

EijkEijn = 2 On €  EijkEijk = 6.

Sugestao: faca m = j no Resultado 1.1 e some sobre j; em seguida repita a operagao
sobre a expressao obtida.
(c) Usando o Resultado 1.1, e ndo argumentos geométricos, mostre que

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b).

Sugestao: escreva o lado esquerdo em componentes, com dois simbolos de permutagao;
aplique o Resultado 1.1; use os deltas resultantes para substituir indices.

PS1.2 — UNICIDADE DA DECOMPOSIQAO SIMETRICA E ANTISSIMETRICA

Um tensor S é simétrico se ST = S, e A é antissimétricose AT = —A.

(a) Mostre que todo tensor T admite a decomposicdao T = S + A, com S simétrico e A
antissimétrico. Sugestdo: some e subtraia 1TT.

(b) Mostre que essa decomposicdo é Unica. Sugestdo: suponha S; + A; = Sy + Ay,
transponha a igualdade e combine as duas expressoes.

(c) Escreva S e A em componentes. Quantas componentes independentes possui cada
um?

Este exercicio utiliza apenas o transposto e a linearidade, introduzidos nesta sessao.

Estudo complementar, nao avaliado. (Ruderman 2019), problemas 2.1 a 2.6. As solugoes
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completas encontram-se no proprio livro (Apéndice A, §A.2); por essa razao, tais problemas
sao indicados como estudo dirigido e nao como exercicios avaliados.

Apéndice — instalacao do miniforge

O laboratorio da Unidade 1 pressupde o ambiente computacional ja instalado. O ambiente
completo, com as versoes fixadas, € distribuido no proprio laboratorio; esta etapa prévia
consiste apenas em instalar o gerenciador.

INSTALA(;I\O DO MINIFORGE

1. Obtenha o instalador correspondente ao seu sistema operacional
em https://github.com/conda-forge/miniforge#tdownload (Windows:
arquivo .exe; macOS e Linux: arquivo .sh).

2. Execute a instalagao aceitando as opgdes padrao. No Windows, nao
marque a opcao de adicionar ao PATH; utilize o Miniforge Prompt
criado pelo instalador.

3. Abra um novo terminal — ou o Miniforge Prompt — e verifique a
instalacgao:

conda --version

A impressao de um nimero de versao indica que a instalacao foi
bem-sucedida. O miniforge instala também o comando mamba, que
resolve dependéncias mais depressa e aceita os mesmos argumentos;
o laboratorio usa conda nos roteiros, e os dois produzem o mesmo
resultado.

Caso a verificacao falhe, registre a mensagem de erro e traga-a para o laboratorio, no
qual ha tempo reservado para a resolugao desses problemas. A causa mais frequente de
falha, em Windows, é a sincronizagao da pasta do usuario pelo OneDrive; a instalacao em
C:\miniforge3 resolve o problema.
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