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Onde estamos

U2.T1

uma particula
descricdo material e espacial,

Unidade 1
a linguagem: tensores, —>
componentes, calculo

U2.T2

a vizinhanca

. de uma particula
D/Dt, duas familias de curvas P

\J

os balancos da Unidade 3 s3o escritos
com os objetos construidos aqui

Figura 1

Hoje, uma particula. Em U2.T2, a vizinhancga dela. A caixa laranja é o roteiro de
hoje: cada item nela é definido no seu proprio bloco.



 Duas leituras do
mesmo rio



O mesmo rio, dois termometros

O(x,t) =60+ Gx+ Ht+Asin (k(x — Ut))

Gx depende de x, ndo de t. Ht depende de t, ndo de x: 0 mesmo acréscimo em todo o rio.
Asin (k(x —Ut)) depende de x e t s6 pela combinagdo x — Ut; o seu perfil avanga com velocidade U, sem mudar de forma.
tracejado posicdes onde essa parcela € maxima. Avangam com velocidade U, a mesma do fluido, e permanecem sobre as mesmas particulas.

ticula do fluido,
termémetro parado na posicdo xr
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a boia e 0 maximo pacc\aco o fluido que a ocupa, sim
avancaram a mesma distancia, U (t, — t,)
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X (posicéo ao longo do rio)

a parcela G x cresce nesta diregao

Dois termometros iguais: um parado, o outro sobre uma particula do fluido.



As duas leituras

ta ty
—_— termémetro parado em x¢ na particula, em x, + Ut:
— termdmetro sobre a particula 0 =00+ Gxp + (GU + H) t + Asin(kxp)
24 : : o b f
Reta. O argumento do seno vale kx,
e ndo depende de t
23 . .
Y : no ponto parado xg
@ 6 =6y + Gx¢ + Ht + Asin(kx; — kUt)
224 | N .
: Sobe a taxa H e oscila. O argumento do
seno depende de t.
214 :
Entre t, e t, a leitura em x; diminui
| | e a da particula aumenta. Mesmo rio,
201 & instrumentos iguais, sinais opostos.
0 1 2 3 4 5
t (tempo)

O parado esta em x¢; a particula acompanhada estava em x, emt = 0.



A pergunta da sessao

PERGUNTA DA SESSAO

Como a leitura do medidor fixo se relaciona com o que a particula sente?

A resposta ocupa uma linha, tem nome, e reaparece em quase todas as equagoes
do resto do curso.



\ O movimento e as
duas descricoes



Rotular particulas num continuo

Num corpo com finitas particulas, cada uma recebe um nimero.

Num continuo ha infinitas, e a numeragao acaba. O rotulo passa a ser a posi¢ao
ocupada no instante de referéncia t = 0. A regiao que o corpo ocupa nesse
instante chama-se configuracao de referéncia; a que ele ocupa no instante t,

configuracao atual.

A particula que estava em X chama-se, para sempre, “a particula X".



x = x(X, t) GHER)

(X1, X2, X3) sdo as coordenadas materiais; (x,, x,, X;), as coordenadas espaciais no
instante t.

O rotulo @ normalizado por x(X,0) = X.



Duas hipoteses, ditas uma vez

Suavidade. As funcoes x;(X, t) sdo diferenciaveis tantas vezes quantas cada passo
exigir.

Invertibilidade. Para cada t fixo, 0 mapa é biunivoco: uma particula por lugar, um
lugar por particula.

Segue que o movimento pode ser invertido: X = X(x, t).



As duas descri¢oes de um mesmo campo

Seja ® uma grandeza qualquer definida sobre o corpo: temperatura, densidade,
uma componente de velocidade.

DEFINICAO 2.2 — DESCRICAO MATERIAL E DESCRICAO ESPACIAL

®(X,t) — dado o rotulo de uma particula, devolve o valor para aquela parti-
cula.

®(x,t) — dado um ponto do espaco, devolve o valor para a particula que
ocupa aquele ponto naquele instante.




A ponte entre as duas

DX, 1) = D(x,(X, 1), Xx(X, 1), x3(X, 1), t) (indicial)

D(X, 1) = D(x(X, 1), t) (direta)

Da esquerda para a direita: descubra onde a particula esta e leia o campo ali.

Da direita para a esquerda, com a inversa: converta espacial em material.



As duas configuracoes do corpo

existe pela hipdtese de invertibilidade

(0]
configuracdo de referéncia, t =0 configuragdo atual, instante ¢

Figura 2

Configuracao de referéncia (t = 0) e configuragao atual (t), com uma so6 origem.



Velocidade e aceleracao de uma particula

DEFINI(;AO 2.3 — VELOCIDADE E ACELERAQI\O DE UMA PARTICULA

I As derivadas do movimento em relacao ao tempo, com X fixo:

20
a; = aat);’ ) (indicial)

0°X

= ) (GHEER)

O simbolo [x registra que a derivada segue a mesma particula.



“Euleriana” para a descricao espacial; “lagrangiana”, ou “de referéncia”, para a
material.

Os nomes sao convengoes consagradas, e os dois pontos de vista ja circulavam na
hidrodinamica do século XVIII.

Eles designam pontos de vista, nao autoria.



‘ A derivada material



O que se quer calcular

O campo é conhecido na descricdo espacial: ®(x, t).

A particula nao fica num ponto. Ler o campo no ponto atual nao basta: no
instante seguinte ela esta em outro lugar.

A operacao que se quer: tomar um campo espacial, seguir uma particula com ele,
derivar em t.



DEFINI(;AO 2.4 — DERIVADA MATERIAL

DO 9D . .
— = o (igual nas duas notagoes)
Dt ot .

a taxa de variagao de ® medida acompanhando a particula.

A definicao é imediata na descricao material. O que falta & uma receita em termos
do campo espacial — que é o que se conhece.



Derivacao guiada — passos 1e 2

Passo 1. A descricao material € uma composicao:

DX, 1) = D (x:(X, 1), Xx(X, 1), x3(X, 1), 1).

Passo 2. Derive em t com X fixo. Sao quatro caminhos de dependéncia:

oD _ 9D 0D Ix

90| _ 00 0P . 0P 0%
ot |, ot ox ot

0% |, 0P 0%
x OXy Ot

X 8X3 ot

X



Derivacao guiada — passos 3 e 4

Passo 3. Os trés Gltimos termos contraem-se pela convengao de Einstein:

Lo}

oD 9D X
- = + 7
at

ot 0x; ot Iy

X

Passo 4. O fator 8xj/at’x jatem nome: pela Definicao 2.3, é v;.



O resultado

RESULTADO 2.1 — DERIVADA MATERIAL

Para todo campo @ na descricao espacial, com movimento suave e invertivel:




Como ler os dois termos

() . . . ~
%t — variagao local: o0 que o medidor da ponte registra. Nula se o campo nao
depende explicitamente de t.

(0] . - . - .
v; v variacao advectiva: a correcao por estar sendo carregado atraves de uma
j

regiao onde ® varia de ponto a ponto. Advecgao € esse transporte de uma
propriedade pelo proprio movimento do meio.



Os dois termos, em figura

variacao local variacao advectiva
v At
) /
a particula fica onde esta a particula troca de curva de nivel
demt P emt+ At ® em t, congelado
0P 0P
— At Vj At
ot O

, DO
a soma das duas parcelas é Dr At

Figura 3



A pergunta da sessao esta respondida

PERGUNTA DA SESSAO

Como a leitura do medidor fixo se relaciona com o que a particula sente?

A leitura do medidor é o primeiro termo. O que a particula sente é a soma dos
dois. A diferenca entre as duas leituras é a adveccao.



O rio da abertura: as duas parcelas

Comv=Ue,; e 0 campo da abertura:

% = H — ARU cos (R(x — Ut)), U% = GU + AkU cos (k(x — Ut))

Cada uma oscila, com a mesma amplitude A kRU e sinais opostos.



O que a particula sente

0 RIO DA ABERTURA, RESOLVIDO

I As duas parcelas oscilantes se cancelam, e sobra uma constante:

Do = 99 + Vj % =H+GU (lnd|C|a|.)
OX]'

Dt ot
Do

= O +(v-V)0=H+GU (direta)




RESULTADO 2.2 — ACELERAGAO EM COORDENADAS ESPACIAIS

I Aceleracao da particula que ocupa X no instante t:

(indicial)

a=0w+(v-V)v (direta)




O termo que carrega a dificuldade

y 8v,-
J 8X]

Este termo é quadratico em v: a velocidade aparece nele duas vezes, uma como
fator e outra dentro da derivada.
A soma de duas solugoes nao produz a soma das duas aceleragoes.

Este € o lado esquerdo, ainda sem forcas, da equacao de U6.T1.



Duas lacunas, deliberadamente abertas

1. A regra da cadeia do passo 2 exige diferenciabilidade de ® e do movimento.

2. Aformula so é atil se for possivel ir de x para X — isto &, usar a inversa do
movimento, que diz qual particula ocupa o ponto x no instante t.

As duas sao fechadas em PS1.5, item (a), num caso concreto e com roteiro.



\ O campo-exemplo
da Unidade 2



O campo

CAMPO-EXEMPLO DA UNIDADE 2

Vi=aXy, V=0t Vv3=0 — V=ax, e, +jgte,,
com a > o (inverso de tempo) e 5 > 0 (aceleragao), no plano (x,, x,) e para
t>o.

O primeiro termo faz camadas horizontais deslizarem umas sobre as outras; o
segundo empurra todo o material para cima, cada vez mais depressa.

O campo depende explicitamente de t.



O campo, em figura
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Figura 4

O mesmo campo em dois instantes; a seta laranja marca o mesmo ponto.



A aceleragéo, componente a componente

oV, 2 2

Q= —+V —+V, — = aft
ot T ox, 2 ox, b
~~ ~—~ ~—~
(¢} o a

ov. ov ov.
= Vig Mg Z=f G3=0

a, = — tVq —+V/p, — =
POt ox 0%
~ ~~ ~~



0 mesmo calculo, na notagao direta

oV = ey, (Vv-V)v=apte,

a=afte,+3e,

As duas contas coincidem. Escrever nas duas notagoes € uma verificagao barata,
que apanha erro de indice.



0 medidor fixo e a particula discordam

V1 = aX, nao depende de t: um medidor fixo conclui que nada acelera na direcao
Xq.

E, no entanto, a, = aft 7 0.

As particulas sobem para camadas onde v, € maior. A aceleragao esta
inteiramente no termo advectivo.



0 movimento, em forma fechada

X1=X1+O[X2t+%046t3, X2=X2+%,8t2

Derivando duas vezes com X fixo: a, = a3t, a, = 3.

Os mesmos valores, por um caminho independente.



\ Linhas de corrente
e trajetorias



DEFINI(;I.\O 2.5 — TRAJETORIA E LINHA DE CORRENTE

Trajetoria: a curva percorrida por uma particula a medida que o tempo corre.
Linha de corrente do instante t,: a curva tangente, em cada ponto, ao campo
de velocidade congelado naquele instante.



cclft,- Cv(x.1) i _\ix,to) (indicial)

ds

dx

dx .
= v(x, t), as v(x, to) (direta)

A esquerda o tempo corre. A direita ele esta congelado, e s & um parametro
auxiliar que nao é tempo.



Aqui d/dt e legitimo

As duas equacoes usam d/dt e d/ds, nao D/Dt.
A incognita x(t) é a posicao de uma particula: uma fungao so de t, nao um campo.

Onde nao ha dependéncia espacial, nao ha ambiguidade a resolver.



Quando as duas familias coincidem

RESULTADO 2.3 — CRITERIO DE COINCIDENCIA

Se o campo de velocidade se fatora como abaixo, com f > 0 e uindependente
do tempo, entao as linhas de corrente coincidem, como curvas, com as
trajetorias. Em particular, isso vale sempre que o escoamento é estacionario,
isto &, sempre que ;v = 0.

vi(x,t) = f(x, t) u;(x) (indicial)

v(x, t) = f(x, t)u(x) (direta)




O campo-exemplo nao satisfaz o critério

No ponto (x4, x,) com X, 70, o vetor velocidade é (ax,, St).
Em t pequeno ele é quase horizontal; com t crescendo ele se inclina.

A direcao muda com o tempo. Logo as duas familias sao distintas.



As duas familias, desenhadas

instante congelado mais tarde: uma particula contra a linha
outra familia de linhas de corrente de corrente que passa por ela

mesma diregado aqui

- trajetéria da particula
—— linha de corrente de tp =1

v

0 1 2 3 4

Figura 5

Linhas de corrente de dois instantes; depois, uma trajetoria contra uma delas.



O erro que a distingao previne

Visualizagoes de escoamento quase sempre desenham linhas de corrente — elas
saem de um Gnico instante do campo.

O material transportado segue trajetorias.

Em escoamento nao estacionario, ler uma figura de linhas de corrente como o
caminho do material € uma conclusao errada.



Exercicio proposto: PS1.5

PS1.5 — DESCRI(;GES, DERIVADA MATERIAL E AS DUAS FAMILIAS

Dado o campo v, = Uo(1 + At), v, = vX,, v3 = 0: obtenha o movimento e sua
inversa, a velocidade nas duas descricoes, a aceleracao por dois caminhos
independentes, a derivada material de um campo de temperatura, e as duas
familias de curvas.

Roteiro completo nas notas, em seis itens. O Gltimo é numeérico.



' Deslocamento e
movimento rigido



O campo de deslocamento

DEFINICAO 2.6 — CAMPO DE DESLOCAMENTO

U,'=X,'—X,' <~ u=x-—X

A mesma informacao do movimento, escrita como diferenca em vez de posicao.

Ele assume protagonismo em U2.T2, quando os deslocamentos forem pequenos.



Movimento rigido

RESULTADO 2.4 — EQUAGAO CINEMATICA DO MOVIMENTO RIGIDO

Todo movimento que preserva as distancias entre particulas tem a forma:

xi(t) = c{t) + Ry(0) [X; — ¢i(0)] ~ (indicial)

x(t) = c(t) + R(t) [X — c(0)] (direta)




Tudo o que esta formula exige ja foi demonstrado

R(t) é ortogonal proprio — uma rotacao, com detR = +1— e R(0) = L.

QQ" = I, preservacdo do produto escalar, detQ = +1 — tudo estabelecido em U1.T1.
O sinal +1 sai de R(0) = 1 e da continuidade em t.



0 movimento rigido, em figura

c(0)

configuracdo de referéncia configuracdo no instante ¢

as distancias entre particulas sdo as mesmas nas duas configuracdes

Figura 6

0 segmento / liga as mesmas particulas, e mede o mesmo nas duas.



Pergunta para a proxima sessao

PERGUNTA PARA A PROXIMA SESSAO

Que campo de velocidade um movimento rigido gera, e o que distingue esse
campo do campo-exemplo desta sessao?



07 ‘ Fecho



Duas descri¢oes. Material segue a particula; espacial fica no ponto. A ponte é a
composi¢ao com o movimento.

Uma derivada. D® /Dt = 9;® + (v - V)® — variacao local mais adveccao.

Duas familias de curvas. Trajetorias e linhas de corrente, que s6 coincidem sob o
critério do Resultado 2.3.



O que vem em U2.T2

Hoje seguimos uma particula. A proxima sessao olha a vizinhanga dela.

Dessa mudanca de foco saem: a resposta a pergunta do movimento rigido, a
medida quantitativa da invertibilidade, e o vetor dual prometido em U1.T2, agora

com significado cinematico.
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