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deformacao e spin

MAE369 — Mecanica e Fenomenos de Transporte - IM/UFR) - 2026 /2




Onde estamos

U2.T1 u2.12

uma particula: a vizinhanga de uma particula
D/Dt, aceleracio, E, Vv D + W,
trajetérias rigido como D = 0

Unidade 3
as leis de balanco
(as forcas entram aqui)

\/

a conservacdo de massa é enunciada hoje
e demonstrada em U3.T1

Figura 1

Na sessao passada, uma particula. Hoje, a vizinhanga dela.



' Avizinhanca de um
ponto



Um campo, e dois pontos dele

dx

(b) de perto o campo
varia pouco — e a vari-
acao tem estrutura

(a) f é um campo; dois
vizinhos o leem em dois lugares

As duas leituras de f n3do sdo iguais. A difer-
enca entre elas é o objeto desta sessdo.



A diferenca, e as suas duas parcelas

(Idz|*)

a diferenca )
fz + dz) — f(z) (V) da a diferenca

f(z+dx)
J(z)

ampliado 20x
(c) as duas leituras, da mesma (d) a diferenca tem duas
origem, e a diferenca entre elas parcelas: a linear e o resto

f(z + dx) = f(z) + (Vf)dz + O(|dz|*). Neste de-
senho o resto vale 16,7% da parcela linear, porque dx é grande;
reduzindo |dx| pela metade, essa fracdo cai pela metade.



A expansao de Taylor, para um campo qualquer

fi(x + dx) = fi(x) + Vf’ dx; + O(|dx[*) (indicial)

f(x + dx) = f(x) + (Vf) dx + O(|dx[?) (direta)

Vale para qualquer campo vetorial diferenciavel f. O enunciado nao escolhe
descricao: o que muda é a variavel em que se deriva.



Duas aplicagoes, duas descricoes

Campo Descricao Deriva-se em 0 que sai dele
deslocamento u material X a deformacao E
velocidade v espacial X ataxaDeospinW

As duas descri¢oes sao as de U2.T1: a material segue a particula pelo rotulo X; a
espacial fica no lugar x e vé o material passar.



A parcela que interessa

vi(x + dx, t) = vi(x, t) + ’dx +0(|dx[?) (indicial)

v(x +dx,t) = v(x, t) + (Vv) dx + O(|dx[?) (direta)

Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.

Tudo o que distingue o vizinho da particula esta em (Vv) dx.



A pergunta da sessao

PERGUNTA DA SESSAO

O que Vv sabe sobre o movimento da vizinhanca de um ponto?

Ela permanece em aberto até o fecho da sessao.



' Deformagio
infinitesimal



Primeira aplicacao: o deslocamento

Tome f = u, na descri¢cao material. O campo de deslocamento ja foi definido em
U2.T1:

x=X+u(X,t).

O enunciado geral da, com as derivadas em X:

dx = dX + (Vxu) dX.

Neste bloco, o deslocamento e as suas derivadas sao pequenos.



O tensor que mede forma

DEFINICAO 2.7 — TENSOR DE DEFORMACAO INFINITESIMAL

1 ( Ou:; aU] s
Ej= 5 <8X,I + 8)(,) (indicial)

E=] (qu + (qu)T> (direta)

Simétrico por construgao: seis componentes independentes. (Lai, Rubin, e Krempl
2010, se¢. 3.7; Ruderman 2019, seg. 3.4)

Descricao material — as derivadas sao tomadas em X.



O que cada componente mede

€1

dsS >
dS Fq4

(a) Eq1 é o alongamento
por unidade de comprimento
de um elemento que estava em e;.

(b) cada aresta gira v/2, e 0 an-
gulo entre elas perde v = 2F;5.

tracejado: o elemento antes da deformacdo - cheio: depois



Os dois significados, enunciados

RESULTADO 2.5 — SIGNIFICADO GEOMETRICO DAS COMPONENTES

1. Alongamento por unidade de comprimento na direcao n:

—- niEin;=n-En (igual nas duas notagoes).

2. Decréscimo do angulo entre elementos em e, e e,: vale 2E;,.
Descricao material — as derivadas sao tomadas em X.

(Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 3.8)



Dilatacao

RESULTADO 2.6 — DILATA(;Z\O

A(dV) _ _ 8u,~ ey .
o E; = X (indicial)
Aldv) L .
i =trE =divu (direta)

Como o trago ndo muda com a base, a dilatacao também ndao muda. (Lai, Rubin, e
Krempl 2010, sec. 3.10)

Descricao material — as derivadas sao tomadas em X.



De onde vem a soma

E,E5 dS1dS2: ordem superior,

/ desprezado

Fs dSs x dS,

E1dS7 x dSs2

«—dS;———>

«—dS,——>

A area ganha, dividida pela area original, vale E1 4+ E2 a menos de ter-
mos de ordem superior. Em trés dimensdes, £1 + FEs + E3 = tr E.

O quadradinho cinza é o termo que a hipotese infinitesimal descarta.



0 gradiente de
velocidade



Segunda aplicacao: a velocidade

D _ aV,' Q. 9.8
E(dx,) = a—] dx; (indicial)

D .
E(dx) = (Vv)dx (direta)

Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.

As pontas do elemento movem-se com as velocidades dos seus proprios pontos,
logo £:(dx) = v(x + dx) — v(x), e a expansao do inicio da aula fecha a conta.

Vv diz com que velocidade cada elemento material muda de comprimento e de
direcao. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 3.12)




As duas parcelas

RESULTADO 2.7 — DECOMPOSICAO DO GRADIENTE DE VELOCIDADE

v; T
c‘Tx]" = Djj + W (indicial)
av; 0Ov; av;  Ov;
U N Bt R I N e
DU 2 <8Xj * 8X,'>’ WU 2 <6X] 8X,'>
Vv=D+W (direta)
D=1(Vv+ (W),  W=3(Vv— (VW)

D: taxa de deformacao. W: spin. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.13; Ruderman
2019, se¢. 3.5-3.6)

Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.



A promessa de U1.T2 vence hoje

Em U1.T2, todo tensor antissimétrico ganhou um vetor dual:

Wa=wxa para todo a, Wi = —&jjp, W

La ele era um objeto algébrico. Aqui ele ganha significado cinematico.



O vetor dual do spin

RESULTADO 2.8 — O VETOR DUAL DO SPIN

oV; e e
W = L eg 671 = 1wy, (indicial)
W = % rotv =] %w (direta)

w = rotv é a vorticidade. O vetor dual do spin é metade dela. (Ruderman 2019,
se¢. 3.6)



A decomposicao local

RESULTADO 2.9 — DECOMPOSIGAO LOCAL DO CAMPO DE VELOCIDADE
vi(x + dx) &~ vi(x) + ejj w; dx + Djj dx;  (indicial)

v(x + dx) ~ v(x) + w x dx + Ddx (direta)

Translagao - rotacao rigida - estiramento puro. Esta & a resposta completa a
pergunta da sessao. (Ruderman 2019, sec. 3.6; Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.14)



As trés parcelas, em figura

translagcao rotacdo rigida estiramento puro

v(x) w X de D dz

Tracejado: o elemento no instante ¢t. Cheio: o mesmo elemento um instante depois, sob
a acdo daquela parcela apenas. As setas laranja sdo a parcela, avaliada em cada canto.



Por que “rigida”

b (Jdx[?) =2dx-Ddx+2 dx - Wdx
Dt N—_———

=0

Para W antissimétrico e qualquera:a-Wa=a-W'a=—a- Wa.

S6 D muda comprimentos. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.13)



O que as componentes de D medem

RESULTADO 2.10 — SIGNIFICADO DAS COMPONENTES DA TAXA DE DEFORMA(}Z\O

1. Taxa de alongamento na direcao n: x D(ds)

e =n-Dn (igual nas duas

notagoes).
2. Taxa de decréscimo do angulo entre e, e e,: 2D,,.

3. trD = divv é a taxa de variacao relativa de volume.
Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.

(Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 3.13)



Diregoes principais

Dire¢des principais de D: os seus autovetores (U1.T2).

77777777

(a) lados nas direcdes principais: (b) lados a 45° delas:
os angulos retos permanecem retos o angulo reto se abre

A mesma D nos dois painéis; pontilhado laranja: as dire¢Ses principais de D. A taxa de cisal-
hamento é nula em (a) e ndo é nula em (b) — ela depende do par de direcdes, ndo do material

A taxa de cisalhamento depende do par de dire¢des, nao do material.



O campo-exemplo da unidade

Vi = aXs, Vo = Gt V3=0 > V=aX,e,+3te,

[Vv] =

O OO
O O 2
O OO

O termo St nao aparece: ele é uniforme no espaco.



As duas partes, e o vetor dual

0O «/2 0 O «a/2 O
[D]=|a/2 0O O], W]=|-a/2 O O
O o0 o 0 o o

De Wi, = —w; vem w = — 5 e5; e rotv = —«a e; confirma o fator %



0 que este escoamento faz, ponto a ponto

Autovalores de D: +a/2, —a/2, 0, com

n, = %(91 +ey), n; = %(91 - e).

trD = 0: cada elemento material conserva o volume e muda de forma o tempo
todo.



‘ Corpo rigido



A pergunta que ficou de U2.T1

Em U2.T1, o movimento rigido ganhou a sua equagao cinematica:

x(t) = c(t) + R(t) (X — c(0)).

E ficou a pergunta: como esse movimento se enxerga em Vv?



A resposta, nos dois sentidos

RESULTADO 2.121 — MOVIMENTO RIGIDO E TAXA DE DEFORMAGCAO NULA

Num corpo que ocupa uma regiao conexa — dois pontos quaisquer ligados
por um caminho dentro dela:
1. movimento rigido =
Vi = éi + Eijk Wj (Xk = Ck) (IndICIal)
v=c+wx (X—c¢) (direta)

eD=o0;

2. D = 0 = o0 movimento é rigido.
Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.




Ida: a rotacao entrega um tensor antissimeétrico

Derivando a equagao cinematica e eliminando X:

v=€+0(x —c), 0 =RR".

DeRR" =IsegueQ+0Q'=0.logo Vv=0Q0eD=o0.



Volta: W nao pode variar no espaco

Com D = o vale dv;/0x; = Wj;, e entao

oWy _ oWy, . OWyg _ Wy _ OW; _ OW,;
an an 3X,' 8x,— 8Xk an '

Cada passo faz uma de duas coisas: troca a ordem de duas derivadas, ou aplica
Wap = —Whq.

Um ndmero igual ao seu oposto é zero: W é constante.



O rigido, em figura

instante ¢ instante t + At

A distancia entre P e Q é a mesma nos dois instantes, e o mesmo vale para qualquer outro
par de pontos do corpo. Nenhum elemento material estica: D = 0, e resta apenas o spin W.



Nove graus de liberdade viram seis

Meio continuo geral Corpo rigido

VV: nove componentes W: trés componentes

variando de ponto para ponto as mesmas em todo o corpo

mais a velocidade de cada ponto mais trés da velocidade de um ponto

A mecanica dos corpos rigidos é o caso degenerado da mecanica do continuo, e
nao o contrario.



Um teste de sanidade que volta em Uy

Movimento rigido = D = 0.

Qualquer descricao do comportamento de um material que dependa de D atribui,
automaticamente, efeito nulo a um movimento rigido.



' Deformagao finita,
em sobrevoo



O que muda neste bloco

Até aqui: deformagoes infinitesimais (E) ou taxas instantaneas (D).
Agora: a descricao exata, valida para deformacgoes de qualquer tamanho.

Enunciados e figuras, sem demonstrac¢oes. O material completo esta no handout
que acompanha a sessao.



O gradiente de deformacao

DEFINICAO 2.8 — GRADIENTE DE DEFORMAGAO

E 15).4 i

ii = (‘)7)(].’ dXi = FU dX] (Ind|C|a|.)

F=Vxx, dx=FdX (direta)

A invertibilidade assumida em U2.T1 equivale a detF > o. (Lai, Rubin, e Krempl
2010, se¢. 3.18)

Descricao material — deriva-se em X.



F @ o retrato linear local

de = FdX

/\

configuracdo de referéncia, t =0 configuracdo atual, instante ¢

F ¢ linear: leva retas em retas e o quadradinho no paralelogramo de-
senhado. Ele descreve a vizinhanca de uma particula, e nada além dela.



Decomposicao polar

RESULTADO 2.12 — DECOMPOSI(;Z\O POLAR

F=RU=VR (igual nas duas notagoes),

com R ortogonal propria (detR = +1) e U, V simétricos e positivos definidos
(a-Ua > o paraa 70). Adecomposicdo é unica.

Lé-se da direita para a esquerda: estica, depois gira. (Lai, Rubin, e Krempl 2010,
se¢. 3.21)



Os dois passos, em figura

< B
N

estica, ndo gira gira, ndo estica

elemento de referéncia eixos principais parados 0s mesmos eixos, girados

Aqui o elemento é uma esfera, porque a imagem de uma esfera exibe os estiramen-
tos principais como os semieixos do elipsoide. F' = RU: a mesma deformacdo, lida
como um estiramento puro seguido de uma rotacdo rigida. A decomposicdo é Unica.



O tensor de Cauchy-Green

RESULTADO 2.13 — TENSOR DE CAUCHY-GREEN A DIREITA
C,'j = Fki ij, dX’(1) ngz) = dX’(1) CU de(z) (IndlClal)
C=FF=U> dx™. dx@ = dx™. cax@ (direta)
Comprimentos e angulos da configuragao atual, escritos em variaveis materiais

(Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 3.23). C = I caracteriza os movimentos rigidos
(Ruderman 2019, seg. 3.4).



O fator de volume

RESULTADO 2.14 — MUDANCA DE VOLUME

dV = (detF)dV, (igual nas duas notagoes).

&

vy dV = (det F) dVj

Aqui det F' = 1,70: o elemento ocupa 70% a mais de volume. A exigéncia det F > 0
& a mesma invertibilidade assumida em U2.T1, agora com um nimero associado a ela

E e D sdo as versoes linearizada e instantanea desta maquinaria. (Lai, Rubin, e
Krempl 2010, se¢. 3.27-3.28)



Conservacao de
massa



Uma equacao que hoje nao sera demonstrada

RESULTADO 2.15 — CONSERVAGCAO DE MASSA (DEMONSTRAGCAO EM U3.Ta)

Dp 6v,~ _ . . .
D—t+pa—xi =0 (indicial)
Dp

P divv=0 (direta)

Descricao espacial — p e v sao campos de x.

p € a densidade do meio: a massa por unidade de volume.



O argumento de plausibilidade

dive <0

e o 0 0 00

o 0o 0 0 00
; ® 0 0 0 0 o
® 0 0 0 0 o

e o 0 0 00
e 6 0 0 00

o mesmo volume

volume material no instante ¢ material, depois

A mesma massa em metade do volume: a densidade dobra. A con-
servacdo de massa é a forma instanténea desta contabilidade.

divv é a taxa relativa de variacao de volume (Resultado 2.10). Massa fixa em
volume que encolhe: a densidade sobe.



O que falta tem nome

A regra que deriva no tempo uma integral sobre um volume que se move com o
material & o Teorema do Transporte (TTR).

Ele abre a proxima sessao, U3.T1. A conservagao de massa € a sua primeira

consequéncia, e 0 mesmo procedimento produz todas as demais leis de balanco
do curso.



07 ‘ Fecho



A Lista 1 esta completa

[tem Assunto Proposto em
PS1a  Simbolos de permutacao U1.T
PS1.2 Decomposicao simétrica e antissiméetrica U1.T1
PS1.3 Divergéncia em cilindricas U1.T2
PS1.4 Invariantes sob mudanca de base U1.T2
PS1.5 Descricoes e derivada material U2.T
PS1.6 Taxa de deformacgao e spin U212

O enunciado completo de cada item esta nas notas.



Exercicio proposto: PS1.6

PS1.6 — TAXA DE DEFORMAgl\O, SPIN E DIRE(;GES PRINCIPAIS

Para o campo v; = 3RX,, Vo = RXq, V3 = RX3, com R > 0: obtenha D e W;
obtenha w por dois caminhos e verifique o Resultado 2.8; obtenha as dire¢oes
principais de D; decida se o elemento material ganha ou perde volume; e

verifique tudo com numpy.

0 enunciado completo, com os seis roteiros, esta nas notas.



A pergunta da sessao, respondida

A PERGUNTA DA SESSAO, RESPONDIDA

v(x+dx) ~ v(x)+wxdx+Ddx  (igual nas duas notagdes; forma indicial no Resultad:

Translacao, rotacao rigida e estiramento puro — e nada mais.



O que vem em U3

Ate agora, nenhuma forca apareceu. Toda a cinematica foi construida sem elas.

Na Unidade 3 a fisica entra — e entra por um Unico procedimento, repetido:

escrever um balan¢o num volume material, aplicar o Teorema do Transporte, e
localizar.
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