U2.T2 — Deformacao, taxa de deformacao e spin
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A sessao anterior descreveu uma particula: onde ela esta, com que velocidade se move,
e o que ela sente quando um campo varia ao seu redor. Esta sessao muda o foco para a
vizinhanga dessa particula. A pergunta € o que acontece com um pedacinho de matéria em
torno de um ponto: ele estica, gira, muda de forma?

A resposta inteira esta contida em um Unico objeto, o gradiente de velocidade Vv, e a
sessao é a anatomia dele. Ao final teremos separado o movimento local em trés partes
independentes, teremos fechado o item da ementa sobre corpos rigidos, e teremos enunciado
— sem demonstrar — a primeira lei de conservagao do curso.

U2.T1

uma particula:
D/Dt, aceleracio,

trajetérias

Unidade 3
—> — as leis de balanco
(as forcas entram aqui)

\J

a conservacdo de massa é enunciada hoje
e demonstrada em U3.T1

Figura 1: Onde esta sessao fica: U2.T1 descreveu uma particula; U2.T2 descreve a vizinhanga
dela; as leis de balango da Unidade 3 sao escritas com os objetos construidos aqui.

Avizinhanca de um ponto

Toda esta sessao repousa sobre um Unico enunciado de calculo, e vale enuncia-lo uma vez,
para um campo qualquer, antes de aplica-lo. Seja f um campo vetorial diferenciavel. Fixe
um ponto e considere um segundo ponto a uma distancia pequena dele. Os valores de f nos
dois pontos nao sao os mesmos, e a diferenga entre eles é o objeto de estudo.
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f(x + dx) = f(x) + (Vf)dx + O(ldx|*)  (direta)

dz; + O(|dx[*) (indicial)

filx +dx) = fi(x) +

O tensor Vf, de componentes df;/9dx;, & o gradiente do campo, definido em U1.T2.

0 enunciado acima nao escolhe descrigao. Ele vale para um campo de qualquer variavel: o
que muda de uma aplicagao para outra é a variavel em que se deriva, e essa escolha tem
de estar sempre explicita. Esta sessao aplica o enunciado duas vezes, com duas escolhas
diferentes.

Campo Descri¢ao Deriva-se em 0 que sai dele

deslocamento u material X o tensor de
deformacao
infinitesimal E

velocidade v espacial X a taxa de
deformacao D e o
spin W

As duas descri¢oes foram definidas em U2.T1: a material segue a particula pelo seu rotulo X;
a espacial fica no lugar x e vé o material passar.

Por que o resto é de segunda ordem

A parcela O(|dx|?) nao é um enfeite de notagao, e o painel (d) da Figura 3 a desenha. No
campo daquele desenho, com o dx ali marcado, o resto vale 16,7% da parcela linear — porque
|dx| vale mais de um quarto da largura do dominio, e nao ha nada de pequeno nele.

0 que faz do resto um termo de segunda ordem é o modo como ele encolhe. Repetindo a
medida com 0 mesmo campo e 0 mesmo ponto, para dx cada vez menores:

Fracao de |dx| resto / parcela linear

1 16,7%
1/2 8,3%
1/4 4,2%
1/8 2,1%
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(b) de perto o campo
varia pouco — e a vari-
acao tem estrutura

(@) f é um campo; dois
vizinhos o leem em dois lugares

As duas leituras de f n3o sdo iguais. A difer-
enca entre elas é o objeto desta sessao.

Figura 2: f € um campo, e dois pontos vizinhos o leem em dois lugares proximos; ampliada,
a vizinhanga mostra um campo que varia pouco.

Cada vez que |dx| cai pela metade, a razao cai pela metade também. E isso que autoriza
desprezar o resto no limite, e & s0 isso: 0 resto nao some, ele fica desprezivel em comparagao
com a parcela linear.

A parcela que interessa

Aplicando o enunciado ao campo de velocidade, na descricao espacial:

0

vi(x + dx, t) = vi(x,t) + @ dz; + O(|dx|*) (indicial)
€5

v(x +dx,t) = v(x,t) + (Vv) dx + O(|dx|*) (direta)

Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.

O primeiro termo € comum a toda a vizinhanca: é a velocidade da propria particula de
referéncia. Tudo o que distingue o vizinho da particula esta na parcela (Vv) dx.



(ld=|?)

a diferenca _
f(x + dx) — f(x) (V) de a diferenca
f(z + de)
f(z)
ampliado 20x
(c) as duas leituras, da mesma (d) a diferenca tem duas

origem, e a diferenca entre elas parcelas: a linear e o resto

flx + dx) = f(x) + (VF)dx + O(Jdx|*). Neste de-
senho o resto vale 16,7% da parcela linear, porque dx é grande;
reduzindo |dx| pela metade, essa fracdo cai pela metade.

Figura 3: As duas leituras, postas na mesma origem, deixam ver a diferenca entre elas; e essa
diferenca, ampliada, tem duas parcelas — a linear (Vf) dx e o resto. As cores valem

nas duas figuras: azul sao as leituras de f, verde é a diferenca, laranja é a parcela
linear, vermelho é o resto.



PERGUNTA DA SESSAO

O que Vv sabe sobre o movimento da vizinhanca de um ponto?

A resposta é o Resultado 2.9: a parcela (Vv)dx se separa em uma rotacao rigida e um
estiramento puro. A separagao € uinica, e cada uma das duas partes pode assumir qualquer
valor sem restringir a outra.

Antes de chegar 13, a proxima secao faz a primeira das duas aplicagoes da tabela acima — a
do campo de deslocamento, na descricao material. O que ela constroi & o gémeo estatico
do que vem depois.

Deformacao infinitesimal

Esta & a primeira aplicacao do enunciado da §A vizinhanca de um ponto, e ela é feita
na descricdo material: o campo é o deslocamento u, e as derivadas sao tomadas nas
coordenadas X que rotulam as particulas.

O campo de deslocamento foi definido em U2.T1: ele leva a posi¢ao de referéncia X de uma
particula a sua posi¢ao atual, por x = X + u(X, ¢). Tomando f = u no enunciado geral, um
elemento material dX da configuracao de referéncia vira, na configuragao atual,

dx = dX + (Vxu) dX,

onde Vxu é o gradiente de deslocamento, um tensor de segunda ordem (Lai, Rubin, e
Krempl 2010, se¢. 3.7). O indice X registra que as derivadas sao tomadas nas coordenadas
materiais.

Esta secao trata do regime em que tanto o deslocamento quanto as suas derivadas sao
pequenos. E a hipotese da deformacdo infinitesimal, e ela é a que sustenta a elasticidade
linear. Nela, a distin¢ao entre derivar em X e derivar em x produz uma diferenca de segunda
ordem, que é desprezada junto com as demais.

O tensor que mede a mudanca de forma

0 gradiente de deslocamento se decompoe, como qualquer tensor de segunda ordem, em
uma parte simétrica e uma parte antissimétrica (U1.T2). A parte antissimétrica descreve uma
rotacao infinitesimal e ndo altera comprimento algum. Resta a parte simétrica, e é ela que
mede a mudanca de forma.
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DEFINICAO 2.7 — TENSOR DE DEFORMACAO INFINITESIMAL

O tensor de deformacao infinitesimal E é a parte simétrica do gradiente de desloca-
mento:

. 1 8’LLZ 8uj . . .
i =3 <8Xj + BXZ) (indicial)

E=1 (qu + (qu)T) (direta)

Ele é simétrico por construcao, e tem portanto seis componentes independentes. (Lai,
Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.7; Ruderman 2019, se¢. 3.4)
Descricao material — as derivadas sao tomadas em X.

A escolha da parte simétrica nao é estética. Pelo exercicio PS1.2, proposto em U1T1, a
decomposicao de um tensor em parte simétrica mais parte antissimétrica é anica. Existe,
entdo, uma Unica parcela candidata a medir forma, e € essa que E isola.

0 que cada componente mede

As componentes de E tém significado geomeétrico direto, e vale a pena enuncia-lo com
precisao, porque o fator 2 do segundo item é fonte permanente de erro de sinal e de
escala.

RESULTADO 2.5 — SIGNIFICADO GEOMETRICO DAS COMPONENTES

Seja E o tensor de deformacao infinitesimal em um ponto.

1. Para um elemento material que estava na dire¢ao unitaria n, o alongamento por
unidade de comprimento vale

ds — dS
dsS

= niEijnj =n-En

— igual nas duas notacgoes, e escrita nas duas. Em particular, E11, F2; € F33 Sa0
os alongamentos relativos nas direcoes ey, e € es.

2. Para dois elementos que estavam nas direcoes perpendiculares e; e e, 0 de-
créscimo do angulo entre eles vale 2E;,. O mesmo vale para os pares (e, e3) e
(eg, 63), com 2E;3 e 2F»3.

(Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.8)
Descricao material — as derivadas sao tomadas em X.

O item 2 merece a leitura literal: F1» € metade do angulo perdido. Uma grandeza chamada
“deformacao de cisalhamento” aparece na literatura tanto como E15 quanto como 2F1,, e as
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62t> L v/2

€1

ds >
(]b'Y Ell

(a) E11 é o alongamento
por unidade de comprimento
de um elemento que estava em ej.

(b) cada aresta gira /2, e 0 an-
gulo entre elas perde v = 2F;s.

tracejado: o elemento antes da deformacao - cheio: depois

Figura 4: Os dois significados do Resultado 2.5. Em (a), a componente diagonal é o alonga-
mento relativo. Em (b), o dobro da componente fora da diagonal é o angulo perdido
— a componente sozinha € metade dele.

duas convivem. Neste curso vale sempre a do Resultado 2.5.

Um caso em nimeros. Tome o deslocamento
u1:’yX2, UQZU3:O,

com « pequeno. A Unica derivada nao nula é du; /90X = v, e portanto

0 /2 0
[E]=(v/2 0 0
0 0 0

Leia a matriz pelo Resultado 2.5: as diagonais sao nulas, logo nenhum elemento ao longo
dos eixos muda de comprimento; e 2F;5 = v, logo o angulo entre os eixos e; e e; diminui de
~v. A dilatacao é tr E = 0: a forma muda, o volume nao.

Guarde a forma desta matriz. Ela reaparece, com D no lugar de E e o no lugar de , quando a
§0 campo-exemplo da unidade, revisitado desmontar o campo da unidade. E esse o sentido
em que a proxima se¢ao € uma releitura desta.

Dilatacao

Falta uma pergunta de volume: em quanto cresce um elemento material?



RESULTADO 2.6 — DILATACAO

A variagao relativa de volume de um elemento material, no regime infinitesimal, é o
primeiro invariante de E:

= E; = X, (indicial)
A(dV)

— = trE = divu (direta)

Esta grandeza se chama dilatagdo. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 3.10)
Descricao material — as derivadas sao tomadas em X.

O argumento é geométrico e cabe em uma figura. Tome as trés dire¢oes principais de E em
um ponto — elas existem e sao mutuamente perpendiculares porque E é simétrico (U1.T2).
Nelas o elemento so estica, com fatores 1 + E1, 1 + F> e 1 + E3, em que Ey, Es e E3 S3ao 0S
autovalores. O volume novo é o produto dos trés fatores, e o produto vale 1 + E; + Es + E3
mais termos de ordem superior, que a hipotese infinitesimal descarta.

FE1FE5 dS1dSs: ordem superior,
desprezado

L‘vg (]h‘»_r X (/,S'l

F| (/S| X (/SJ

d Sg

< dS1 >

A éarea ganha, dividida pela area original, vale E41 4+ FE5 a menos de ter-
mos de ordem superior. Em trés dimensdes, /1 + E2 + E3 = tr E.

Figura 5: O acréscimo de volume é a soma dos alongamentos principais. O quadradinho
cinza do canto é o termo de ordem superior, o nico que a hipotese infinitesimal
descarta.

Como o primeiro invariante nao muda com a base (PS1.4), a dilatagao é a mesma calculada
em qualquer sistema de coordenadas. Isso era necessario: o volume de um pedago de
matéria nao pode depender de quem o mede.
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0 gradiente de velocidade e sua decomposicao

Esta é a segunda aplicagdo do mesmo enunciado, agora na descricao espacial: 0 campo é a
velocidade v, e as derivadas sao tomadas em x. Os objetos que saem dela tém uma diferenca
essencial em relagao aos da secao anterior: eles sao taxas, medidas por unidade de tempo,
e valem para deformacgdes de qualquer tamanho, nao apenas para as infinitesimais.

A ponte entre as duas leituras é a taxa de variagao de um elemento material. Derivando
dx = x(X + dX,t) — x(X,t) em relacao ao tempo, com X fixo, e usando a derivada material
do Resultado 21 de U2.T:

Ou seja: Vv é o operador que diz com que velocidade cada elemento material muda de
comprimento e de direcdo (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.12). E 0 mesmo tensor da
expansao de Taylor da 8§A parcela que interessa, lido agora como taxa.

As duas parcelas

RESULTADO 2.7 — DECOMPOSI(_;AO DO GRADIENTE DE VELOCIDADE

O gradiente de velocidade se escreve, de modo Unico, como a soma de um tensor
simeétrico e um antissimeétrico:

81),‘ 0 o o
o = D;; + Wi; (indicial)
1(0v; Ov; 1/(0v; Ov;
D, = - | 2% j = [ 29
J 2 (6% + 8@) ’ W] 2 (835] 8.%)
Vv=D+W (direta)

D=} (Tt (W), W=}(vv- ()

D chama-se tensor taxa de deformacao e W chama-se tensor spin. (Lai, Rubin, e
Krempl 2010, se¢. 3.13; Ruderman 2019, sec. 3.5-3.6)
Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.
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A unicidade da decomposicao é o item (b) de PS1.2, e € o que autoriza falar de “a” parte
simétrica e “a” parte antissimétrica. Os nomes das duas parcelas sao justificados nos
Resultados 2.9 e 210, e nao antes.

O vetor dual do spin, e o fator um meio

W é antissimétrico, e portanto tem apenas trés componentes independentes. Em U1.T2 essas
trés componentes foram reunidas em um vetor, o vetor dual w, definido por Wa = w x a para
todo a. Naquela sessao o vetor dual era um objeto puramente algébrico, e ficou registrado
que a sua interpretacao cinematica seria dada aqui. O resultado a seguir a da, e fixa de uma
vez o fator £ que o acompanha.

RESULTADO 2.8 — 0 VETOR DUAL DO SPIN

Seja w o vetor dual de W, de modo que W;; = —¢;j;, wy, (U1.T2). Entao

ov; 2 MR8
wi, = 1 egij 877] = 1w, (indicial)
7

W = % rotv = %w (direta)

onde w = rot v é a vorticidade. O vetor dual do spin &, portanto, metade da vorticidade.
(Ruderman 2019, se¢. 3.6)
Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.

A relacdo com o rotacional é de (Ruderman 2019, se¢. 3.6). A leitura do vetor dual como
velocidade angular é de (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.14), que ndo escreve o rotacional
nesse ponto. Note também, com (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.14), que w é a velocidade
angular da parcela de rotagao: os elementos materiais que giram exatamente com essa
velocidade angular sao os que estao nas direcoes principais de D, porque so sobre eles D
nao acrescenta rotagao.

Os dois simbolos designam objetos diferentes e nao sao intercambiaveis. Neste curso, w é
sempre o rotacional da velocidade, e w & sempre o vetor dual do spin; a relagao entre eles €
a do Resultado 2.8, e o fator 1 nunca é omitido. A vorticidade volta como objeto de estudo
proprio em U5.T2; aqui ela aparece apenas como o rotacional que fornece w.

Obtencao. Inverta a relacao entre W e o seu vetor dual, como feito em U1.T2: de IV;; =
—€ijkWwy, Segue wy, = —%skijW,-j. Substitua a expressao de W;; do Resultado 2.7:

wn = Lo A (Ovi _Oviy _ L Ovi 0y
k= 2 kij 2 8I‘j aZL'Z N 4 k”@l‘j k”al'i '

10
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No segundo termo troque os nomes dos indices mudos i e j; ele vira eyj; Ov;/0x; =
—ekij Ov;/Ox;. Os dois termos se somam, e resta wy, = %skﬁ dv;/dz;, que & metade da
componente k& do rotacional.

A decomposicao local do campo de velocidade

Relna agora as duas pecas. Substituindo Vv = D + W na expansao de Taylor, e trocando
a acao de W pelo produto vetorial com o seu vetor dual, obtém-se a leitura completa do
movimento na vizinhanca de um ponto.

RESULTADO 2.9 — DECOMPOSIGAO LOCAL DO CAMPO DE VELOCIDADE

Para |dx| pequeno,
vi(x + dx) & v;(x) + €ij5 w; dzy, + D;j dz;  (indicial)
v(x + dx) ~ v(x) + W x dx + D dx (direta)

As trés parcelas sao, nesta ordem: translagao com a velocidade da particula de refe-
réncia, rotagao rigida com velocidade angular w, e estiramento puro governado por D.
(Ruderman 2019, se¢. 3.6; Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.14)

Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.

translacdo rotac3o rigida estiramento puro

v(x) w X dx Ddx

Tracejado: o elemento no instante t. Cheio: o mesmo elemento um instante depois, sob
a acdo daquela parcela apenas. As setas laranja sdo a parcela, avaliada em cada canto.

Figura 6: As trés parcelas do Resultado 2.9, cada uma agindo sozinha sobre o mesmo elemento
material. A translagao nao muda forma nem orientag¢ao; a rotacao rigida muda a
orienta¢ao e nao a forma; o estiramento muda a forma e nao gira os eixos principais.

A palavra “rigida” na segunda parcela tem conteldo preciso, e ele é justificado ja a seguir: a
parcela w x dx nao altera o comprimento de dx. A justificativa & de uma linha. Pelo Resultado

1"



2.,
D D
B (ldx|?) = 2dx 57 (@%) = 2dx - D dx + 2dx - W dx,

e o Ultimo termo é nulo, porque W é antissimétrico: para qualquer vetor a vale a- Wa =
a-W'a= —a-Wa, logo esse nimero é igual ao seu oposto (Lai, Rubin, e Krempl 2010, sec.
3.13). S0 D muda comprimentos.

0 que as componentes de D medem

RESULTADO 2.10 — SIGNIFICADO DAS COMPONENTES DA TAXA DE DEFORMA(;l\O

Seja D a taxa de deformagao em um ponto.

1. Para um elemento material na direcao unitaria n, a taxa de alongamento por
unidade de comprimento vale
1 D(ds)
ds Dt

= niDijnj =n-Dn

— igual nas duas notacoes, e escrita nas duas.

2. Para dois elementos nas diregoes perpendiculares e; e ey, a taxa de decréscimo
do angulo entre eles vale 2D;,; analogamente para os outros dois pares.

3. O primeiro invariante de D é a taxa de variagao relativa de volume:

1 D(dV) . . 8’1)2' . . .
— o = D;; = . (indicial)
1 D@V) .
—— = trD =divv (direta)

(Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.13)
Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.

O item 3 é 0 que esta sessao deixa para a Unidade 3, e convém guarda-lo com todas as letras:
divv @ a taxa com que um elemento material ganha volume, por unidade de volume. Ele
reaparece na conservagao de massa, ainda nesta sessao, e em toda a Unidade 3.

Como D é simeétrico e real, ele tem trés dire¢des principais mutuamente perpendiculares
(U1.T2). Nelas, pelo item 2, as taxas de cisalhamento se anulam: um elemento alinhado com
as diregoes principais apenas estica, sem que os seus angulos retos se abram.

Note o que essa figura afirma e o que ela nao afirma. A taxa de cisalhamento nao é uma
propriedade do material nem do escoamento sozinho: ela depende também do par de
dire¢oes escolhido. Trocar de dire¢oes muda o nimero; trocar de material, ndo — este curso
ainda nao introduziu material nenhum.

12
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"o no

1 N1
(a) lados nas direcdes principais: (b) lados a 45° delas:
os angulos retos permanecem retos o angulo reto se abre

A mesma D nos dois painéis; pontilhado laranja: as direcdes principais de D. A taxa de cisal-
hamento é nula em (a) e ndo é nula em (b) — ela depende do par de dire¢des, ndo do material.

Figura 7: A mesma taxa de deformacao, em dois elementos com orientacoes diferentes. Em
(a) os lados estdo nas diregoes principais e os angulos retos permanecem retos;
em (b) eles estdo a 45° delas, e 0 angulo reto se abre.

O campo-exemplo da unidade, revisitado

O campo fixado em U2.T1 volta aqui, agora para ser desmontado nas trés parcelas do
Resultado 2.9. Ele é
V1 = T2, UQZBtv U?):Oa

com o > 0 e 3 > 0 constantes.

0 gradiente de velocidade. Apenas uma das nove derivadas é nao nula, a saber dv, /0zs =

[Vv] =

o O O
o o Q
o O O

O termo St nao aparece. Ele é uniforme no espaco, e o gradiente so enxerga variagao espacial:
uma parcela igual em todos os pontos translada a vizinhanga inteira sem deforma-la.

As duas partes. Simetrizando e antissimetrizando:

0 /2 0 0 a/2 0

[D]=|a/2 0 0], W]=|-a/2 0 0

0 0 O 0 0 O
0 vetor dual. De Wis = —e19pwi = —wz € Wi = 04/2 vem wsg = *04/2, isto é, W = *% es. A
verificagao pelo Resultado 2.8 € imediata: w = rot v = (d1v2 — Dov1) €3 = —aes, e de fato

w = 3w. O sinal negativo diz que a vizinhanga gira no sentido horario.

13
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As direcoes principais de D. Os autovalores de [D] sao +«/2, —«/2 e 0, com autovetores
n; = %(el‘FeZ)a n; = %(61—62), ns = es.

Pelo Resultado 2.10, um elemento material ao longo de n; estica a taxa /2, e um ao longo
de ny encurta @ mesma taxa. As duas dire¢oes formam 45° com os eixos.

O volume. tr D = 0, logo divv = 0: cada elemento material conserva o seu volume, embora
mude de forma o tempo todo. O que ele ganha em uma dire¢ao principal, perde na outra.

Em resumo, este escoamento &, ponto a ponto: uma translagao, mais uma rotagao horaria de
velocidade angular /2, mais um estiramento a 45° com taxa a/2. A conta correspondente,
para outro campo, & o exercicio PS1.6.

Movimento rigido: o caso em que D se anula

A equagao cinematica do movimento rigido foi obtida em U2.T1, no Resultado 2.4: existem
uma funcao c(t) e um tensor ortogonal R (¢) tais que

x(t) = c(t) + R(t) (X — ¢(0)).

Naquela sessao ficou pendente uma pergunta: como esse movimento se enxerga no gradiente
de velocidade? O resultado abaixo responde, e responde nos dois sentidos.

RESULTADO 2.11 — MOVIMENTO RIGIDO E TAXA DE DEFORMA(;;\O NULA

Considere um corpo que ocupa uma regiao conexa: dois pontos quaisquer dela podem
ser ligados por um caminho que nao sai da regiao.

1. Se 0 movimento é rigido, entao o campo de velocidade vale
v; = ¢+ Eijk W; (xk = Ck) (|nd|C|al)
v=¢c+wx(x—c) (direta)

e D = 0 em todo o corpo.
2. Reciprocamente, se D = 0 em todo o corpo, 0 movimento é rigido.

Descricao espacial — as derivadas sao tomadas em x.

Demonstragio do item 1. Derive a equacao cinematica com X fixo: v = ¢ + R(X — c(0)). A
mesma equacao, resolvida para X — c(0), da X — ¢(0) = R7(x — c), porque R é ortogonal.
Substituindo,

v=¢c+Q(x—c), Q=RR".
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O tensor €2 é antissimétrico: derivando RRT = I no tempo, obtém-se RRT + RRT = 0,
isto & Q + QT = 0. Como ¢ e ¢ ndo dependem de x, o gradiente do campo de velocidade
é Vv = Q. A parte simétrica de um tensor antissimétrico € nula, logo D = 0e W = Q.
Chamando w o vetor dual de 2, a acao de Q vira o produto vetorial do enunciado. OJ

instante ¢ instante t + At

A distancia entre P e Q é a mesma nos dois instantes, e o mesmo vale para qualquer outro
par de pontos do corpo. Nenhum elemento material estica: D = 0, e resta apenas o spin W,

Figura 8: Num movimento rigido a distancia entre dois pontos materiais quaisquer nao muda.
E essa invariancia que o calculo traduz em D = 0.

Demonstracao do item 2. Se D = 0, entao 9v;/dx; = W;; em todo ponto. Deriva-se essa
igualdade e usa-se duas vezes a igualdade das derivadas mistas, mais a antissimetria de W,
na seguinte cadeia:

8Wz" i 8Wlk B aij B 8ij i 8Wj- B 8Wij

oxy, ox;j or; Oz, orr,  Oxi

Cada passo troca uma derivada mista de lugar ou aplica W, = —W,,. O primeiro e o
ultimo membro diferem por um sinal, logo ambos sao nulos: W nao depende da posicao.
Integrando dv;/dx; = W;; com W constante, ao longo de um caminho dentro do corpo — e
€ aqui que a conexidade é usada —, obtém-se

v(x) = v(xp) + W (x — x9),

que é exatamente a forma do item 1, com w o vetor dual de W. O

Por que a mecanica dos corpos rigidos & um capitulo deste assunto

O Resultado 2.1 fecha o item da ementa sobre corpos rigidos, e o fecha de um modo
especifico, que vale enunciar. O corpo rigido nao & um objeto de outra teoria: é o caso
particular em que a cinematica local degenera. Num meio continuo geral, 0 movimento
da vizinhanca de cada ponto tem nove graus de liberdade, as nove componentes de Vv, e
eles variam de ponto para ponto. Impondo D = 0, restam apenas W antissimétrico — trés
nimeros — e a velocidade de um ponto de referéncia — outros trés. Seis nimeros descrevem
0 corpo inteiro, e nao mais um campo por ponto.
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E essa reducao de um campo a seis nimeros que torna a mecanica dos corpos rigidos um
assunto separado, com equagoes proprias. A ordem logica, porém, € a inversa da ordem
historica: o rigido é o caso degenerado do continuo, e ndao o continuo uma generalizagao do
rigido.

Guarde também a leitura de D que este resultado autoriza, porque ela volta na Unidade 4:
um movimento rigido tem D = 0, e qualquer descricao do comportamento de um material
que dependa de D atribui, automaticamente, efeito nulo a um movimento rigido.

Deformacao finita: um sobrevoo

Tudo o que foi feito até aqui vale ou para deformacgoes infinitesimais — o caso de E — ou
para taxas instantaneas — o caso de D. Existe uma descricao exata, valida para deformagoes
de qualquer tamanho, e esta se¢ao a apresenta em sobrevoo: enunciados e figuras, sem
demonstragoes. O material completo esta no handout de deformacao finita, que acompanha
esta sessao. Os objetos abaixo sao usados nominalmente em U4.T1.

DEFINIGAO 2.8 — GRADIENTE DE DEFORMAGAO
O gradiente de deformacao F é o gradiente material do movimento:

. 8:131
- oX;’

F = Vxx, dx = FdX (direta)

Fij

dr; = -Fij dX] (IndICIal)

A invertibilidade do movimento, assumida em U2.T1, equivale a det F > 0. (Lai, Rubin, e
Krempl 2010, seg. 3.18)

Descri¢ao material — deriva-se em X, e o resultado age sobre elementos da configura-
cao de referéncia.

RESULTADO 2.12 — DECOMPOSICAO POLAR
Todo tensor F com det F # 0 se escreve, de modo Gnico, como
F=RU=VR (igual nas duas notagoes),

com R ortogonal propria —isto &, det R = +1 — e U, V simétricos e positivos definidos,
o que significa a - Ua > 0 para todo a # 0. U e V chamam-se tensores de estiramento
a direita e a esquerda. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, seg. 3.21)

A leitura de F = RU é da direita para a esquerda: primeiro um estiramento puro ao longo
de trés direcoes perpendiculares, depois uma rotagao rigida.
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de = FdX

/_\

configuracdo de referéncia, t =0 configuracdo atual, instante ¢

F é linear: leva retas em retas e o quadradinho no paralelogramo de-
senhado. Ele descreve a vizinhanca de uma particula, e nada além dela.

Figura 9: O gradiente de deformacao é o retrato linear local do movimento: ele leva o
elemento material dX em dx, e um quadradinho em um paralelogramo. O diagrama
é o de U2.T1, com o ponto marcado trocado por um elemento com tamanho.

Ll L
\/

estica, ndo gira gira, ndo estica

elemento de referéncia eixos principais parados 0s mesmos eixos, girados

Aqui o elemento é uma esfera, porque a imagem de uma esfera exibe os estiramen-
tos principais como os semieixos do elipsoide. F' = RU: a mesma deformac3o, lida
como um estiramento puro seguido de uma rotac3o rigida. A decomposicdo é Unica.

Figura 10: A decomposicao polar em dois passos. Sob U o elemento estica e 0s eixos
principais ficam parados; sob R ele gira sem mudar de forma.
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RESULTADO 2.13 — TENSOR DE CAUCHY-GREEN A DIREITA
Definindo C = U?, vale
Cij = Fii F; (indicial)
dzMV de{ = axV C;; ax P
C=F'F (direta)
dxM. dx@ — axD. cax®@

Portanto C contém todos os comprimentos e angulos da configuracao atual, medidos
em variaveis materiais. (Lai, Rubin, e Krempl 2010, se¢. 3.23) Além disso, C = I
caracteriza os movimentos rigidos (Ruderman 2019, sec. 3.4); a reciproca é imediata
pelo Resultado 212, porque C = I forca U =1 e, comisso, F = R.

RESULTADO 2.14 — MUDANCAS DE VOLUME E DE AREA
Um elemento de volume e um elemento de area se transformam segundo
dV = (det F) dVj (indicial)
n;dA = (det F) (F1);; (no); dAg
dV = (det F) dVj (direta)
ndA = (det F)F~ 'ngdA

A segunda relacdo é a formula de Nanson; ela é apenas exibida aqui. (Lai, Rubin, e
Krempl 2010, se¢. 3.27-3.28)

A ligacao com o que veio antes. E e D sdao as versoes linearizada e instantanea desta
maquinaria: E aproxima a informacao de C quando o deslocamento e as suas derivadas
sao pequenos, e D mede a taxa com que essa informacao muda. As trés descricoes contam
a mesma historia, em trés regimes distintos.

Conservagao de massa, enunciada

Esta sessao termina com uma equacao que nao sera demonstrada aqui.
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vy dV = (det F) dVj

Aqui det FF = 1,70: o elemento ocupa 70% a mais de volume. A exigéncia det F' > 0
é a mesma invertibilidade assumida em U2.T1, agora com um nidmero associado a ela.

Figura 11: O fator pelo qual F multiplica o volume é det F. A exigéncia det F > 0 € a invertibi-
lidade de U2.T1, agora com um nimero associado a ela.

RESULTADO 2.15 — CONSERVACAO DE MASSA (DEMONSTRAGCAO EM U3.T1)
Seja p(x,t) a densidade do meio, isto €, a massa por unidade de volume. Entao

Dp, v

— paxi =0 (indicial)
Dp . :
ﬁ+pd1vv_0 (direta)

Descrigao espacial — p e v sdo campos de x, e D/ Dt é a derivada material do Resultado
21 de U2.T1.

Chame volume material uma porcao do meio que se move com ele: ela &€ sempre formada
pelas mesmas particulas, e por isso a sua fronteira acompanha o escoamento. O que se
pode dar agora € um argumento de plausibilidade — e ele € um argumento de plausibilidade,
nao uma demonstragao. Pelo Resultado 2.10, div v € a taxa relativa de variagao de volume
de um elemento material. Se a massa dentro desse elemento nao muda enquanto ele se
move, entao densidade e volume tém de variar em sentidos opostos, e a equagao acima é
exatamente essa contabilidade escrita por unidade de tempo.

Falta o que faz uma demonstracao: um enunciado preciso do que significa “a massa dentro
de um volume que se move com o material”, e uma regra para derivar no tempo uma integral
cujo dominio muda com o tempo. Essa regra é o Teorema do Transporte (TTR), e ela abre
a Unidade 3. A partir dela, a conservacao de massa sai como primeira consequéncia, € o
mesmo procedimento produz todas as demais leis de balanc¢o do curso.

A equacao fica, portanto, registrada como divida: enunciada agora, demonstrada em U3.T1.
Quem quiser adiantar a leitura encontra a conservacao de massa em (Lai, Rubin, e Krempl
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dive <0 o0 000 0

e0o o000 o0
e 0000 o0
> e 0000 o0

eo0o o000 o0
e 00000

o mesmo volume

volume material no instante ¢ - -
material, depois

A mesma massa em metade do volume: a densidade dobra. A con-
servacdo de massa é a forma instantdnea desta contabilidade.

Figura 12: Amesma massa em metade do volume: a densidade dobra. A equagao do Resultado
245 € a forma instantanea desta contabilidade.

2010, seg. 3.15) e, nas duas formas, em (Ruderman 2019, se¢. 3.7-3.8).

Exercicios propostos
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PS1.6 — TAXA DE DEFORMA(;Z\O, SPIN E DIRE(;f)ES PRINCIPAIS
Considere o campo de velocidade
v1:3ka:2, ngkxl, ’U3:/£.7}3,

com k£ > 0 constante.

(a) Escreva a matriz de Vv e obtenha [D] e [W] pelo Resultado 2.7.

(b) O vetor dual, por dois caminhos. Obtenha w a partir de W;; = —¢;,wx, cOmponente a
componente. Depois obtenha w = rot v diretamente do campo, e verifique o Resultado
2.8. Se os dois caminhos discordarem em um sinal, indique em qual deles esta o erro.
(c) Direcées principais. Obtenha os autovalores e as direcdes principais de D. Qual
elemento material estica mais depressa, e a que taxa? Qual encurta? Sugestao: o bloco
1-2 de [D] se diagonaliza sozinho, e a direcao es ja € principal.

(d) Volume. Calcule trD e divv, confirme que coincidem, e diga se um elemento
material deste escoamento ganha ou perde volume. Use o Resultado 2.10 para justificar
a resposta em uma frase.

(e) Um teste de sanidade. Este movimento é rigido? Responda usando o Resultado 2.1,
e nao a intuigao.

(F) Verificagcdo numérica. Com numpy, monte a matriz de Vv para k = 1, obtenha [D]
e [W] por algebra matricial, e recupere w contraindo o simbolo de permutagao com
np.einsum, como no laboratorio U1.L1. Diagonalize [D] com numpy.linalg.eigh
e compare autovalores e autovetores com os do item (c). Informe a maior diferenca
obtida e comente a sua ordem de grandeza.

A Lista 1, completa

Com o exercicio acima, a Lista 1 fica fechada em seis itens. O enunciado consolidado, com
todos os roteiros, esta em PS1 — enunciado.

Item Assunto Proposto em

PS1. Manipulagoes indiciais e a U1
identidade entre os
simbolos de permutacao

PS1.2 Unicidade da decomposicao  U1.T1
simeétrica e antissimétrica

PS1.3 Divergéncia de um tensor U1.T2
em coordenadas cilindricas

PS1.4 Invariancia do trago e dos U1T2
demais invariantes
principais
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Item Assunto Proposto em

PS1.5 Descricoes do movimento, U2.T
derivada material e as duas
familias de curvas

PS1.6 Taxa de deformacgao, spine  U2T2
direcoes principais

Estudo complementar, nao avaliado. De (Ruderman 2019): os problemas 3.4, 3.5 e 3.8 tratam
de deformacao, mudanca de volume e conservacao de massa; os problemas 3.6 e 3.7 retomam
linhas de corrente e trajetorias, assunto de U2.T1. Nenhum problema daquele capitulo trata
da decomposicao em D e W — esse conteldo é coberto por PS1.6. As solucoes completas
encontram-se no proprio livro; por essa razao tais problemas sao indicados como estudo
dirigido e nao como exercicios avaliados.
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